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Druck der Jos, Thomann’schen Buch- und Kunstdruckerei Landshut. 


Vorwort. 


Die günstige Beurteilung, welche meine Programmabhand- 
lung für 1906/07: „Zwei Kurven zweiter Ordnung in 
zwei-, drei- und vierpunktiger Berührung“ erfahren 
hat, (vergl. die Besprechung in d. Ztschr. f. d. math. u. nat. 
Unterr,, Band XXXIX. 1908 S. 217 und Grunerts Archiv für 
Math. u. Phys. III. Reihe XVI. S. 48) lässt mich hoffen, dass 
auch die folgenden zwei Ergänzungen den Freunden rein 
geometrischer Untersuchungen nicht unwillkommen sein werden. 


Der erste Beitrag gilt der Lösung der Aufgabe: „Eine 
Kurve 2. Ord. K, zu konstruieren, welche eine ge- 
gebene Kurve 2. Ord. K, in einem gegebenen Punkte 
D schneidet, durch zwei nicht auf K, liegende 
Punkte S, T, geht und sich dreipunktig an K, an- 
schmiegt.“ Diese Aufgabe bildet also einen Sonderfall der 
in dem Programm für 1906/07 in $ 10,2 gestellten allgemeinen 
Aufgabe: „Eine Kurve 2. Ord. K, zu konstruieren, 
welche eine gegebene Kurve 2. Ord. K, dreipunktig. 
berührt und durch drei gegebene Punkte S, T, U, 
geht.“ Diese Aufgabe geht in die Sonderaufgabe über, wenn 
der dritte der gegebenen Punkte, U, auf K, liegt. 


Granz besonderes Interesse gewinnt die Aufgabe wieder 
für den Fall, dass die gegebenen Punkte S, T, die unendlich 
fernen — imaginären Kreispunkte sind, wodurch man die Auf- 
gabe erhält: Die Krümmungskreise zu zeichnen, 
welche eine gegebene Kurve 2. Ord. K, in einem 
gegebenen Punkte D schneiden. 


* 


ed 


Der zweite Teil behandelt die Bestimmung der Kreise, 
die sich einem Kegelschnitte in seinen Scheitein vierpunktig 
anschmiegen. 

Es konnte hiebei natürlich nicht meine Absicht sein eine 
neue Konstruktion des Krümmungsmittelpunktes für den 
Scheitel eines Kegelschnittes zu geben. Es war mir nur daran 
gelegen, ein Problem, das bisher als der Geometrie des Masses 
angehörig in den Werken über projektivische Geometrie ganz 
fehlt — wie bei v. Staudt und Reye — oder, wie bei Schröter- 
Steiner S. 2ın — nur der Vollständigkeit wegen kurz 
erwähnt wird, zu einem Problem der projektivischen (reometrie 
zu machen. Richtiger gesagt, nicht erst künstlich dszu zu 
machen, sondern vielmehr zu zeigen, dass es von Natur, ebenso 
wie die Konstruktion der Achsen und Brennpunkte, ein Problem 
der Geometrie der Lage ist, dessen konstruktive Lösung sich 
in ganz ungezwungener Weise so schön aus den allgemeinen 
kollincar-perspektivischen Beziehungen ableiten lässt als ein 
besonderer Fall der in $ g des Prgr. f. 06/07 gelösten all- 
gcmeinen Aufgabe: Eine Kurve 2. Ord. zu konstruieren, 
welche durch zwei gegebene Punkte S, T, geht, 
und sich einer Kurve 2. Ord. K, vierpunktig an- 
schmiegt. Der hier eingenommene Standpunkt erfordert 
also auch den geometrischen Beweis dafür, dass ein Kegel- 
schnitt nur in einem seiner Scheitel von einem Kreise vier- 
punktig berührt werden kann. 

Die für den Krümmungskreis im Scheitel sich ergebende 
Konstruktion ist für alle drei Kegelschnittarten in gleicher 
Weise anwendbar und vielleicht ncu, jedenfalls aber richt all- 
gemein bekannt; mir wenigstens ist sie noch nirgends begegnet. 
Durch Modifikation dieser allgemeinen Konstruktion für die 
einzelnen Kegelschnittarten ergeben sich dann die bekannten, 
je nach der Art des Kegelschnittes scheinbar von einander 
abweichenden Konstruktionsmethoden des Krümmungsmittel- 
punktes für den Scheitel. Als voneinander abweichend und 
wesentlich von der Art des Kegelschnittes abhängig mussten 
diese Konstruktionen bisher deshalb gelten, weil ihnen eben 
die Berechnung des Krümmungsradius voranging, woraus dann 


erst die Konstruktion abgeleitet wurde. Die projektivische 
Behandlung der vierpunktig berührenden Kreise hingegen 
bringt die für die drei Kegelschnittarten geltenden verschiedenen 
Konstruktionen der Mittelpunkte dieser Kreise unter einen 
einheitlichen Gesichtspunkt. Die Berechnung des Radius bildet 
dann eine leichte Aufgabe der Elementargeometrie. 

Möglich war die projektivische Lösung der Frage nur 
durch entsprechende Beachtung des Imaginären, dessen rein 
geometrische Behandlung v. Staudt begründet und in unüber- 
trefflicher Weise ausgebildet hat. Erst durch diese Errungen- 
schaft wurde ja der projektivischen Geometrie die ebenbürtige 
Stellung angewiesen, die sie jetzt neben der analytischen 
einnimmt. : Su 

Die beiden Ergänzungen behandeln schon für sich allein 
betrachtet, ausser dem Zusammenhange mit meiner Abhandlung 
v. J. 1906,07, Fragen von Interesse. Ich habe mich darum 
bemüht die beiden Probleme möglichst unabhängig von dieser 
früheren Arbeit zu lösen. Nur auf die kollinear-perspektivischen 
Beziehungen zwischen sich berührenden Kegelschnitten musste 
Bezug genommen werden. Diese dürfen aber wohl als all- 
gemein bekannt vorausgesetzt werden, sie sind in jedem Lehr- 
buche behandelt und auch in dem Prgr. f. 1906/07 eingehend 
erörtert. 


l. Teil. 


Eine Kurve zweiter Ordnung zu konstruieren, die eine ge- 
gebene Kurve zweiter Ordnung K, in einem gegebenen Punkte D 
schneidet, durch zwei nicht auf K, liegende Punkte $S, und T, 
geht und sich an K, dreipunktig anschmiegt. 


L 

Zwei Kurven 2. Ord. K, und K,, die sich in einem Punkte A 
dreipunktig berühren und also ausser A nur mehr einen, stets 
reellen Schnittpunkt D haben, sind kollinear-perspektivisch.!) 
Kollineationsachse ist (Fig. ı) die gemeinsame Sekante AD, 
Kollineationszentrum der Berührungspunkt A. 

Entsprechende Punktepaare S, S,, T, T,...... X, X, 
der beiden Kurven liegen auf Strahlen, die durch A gehen 
und entsprechende Gerade (S, T,) und (S, T,), wozu auch die 
Tangenten in entsprechenden Punkten gehören, schneiden sich 
auf AD=p. 

Wenn also eine Kurve 2. Ord. K, konstruiert werden 
soll, die sich einer gegebenen Kurve 2. Ord. K, in einem 
gegebenen Punkte A dreipunktig anschmiegt und durch 
zwei gegebene Punkte S, T, geht,’) so kann K, eindeutig 
Punkt für Punkt konstruiert werden. Denn man kennt das 
Kollineationszentrum A und kann die Kollineationsachse ein- 
deutig finden, indem man die den Punkten S, T, entsprechenden 


!) Siehe mein Programm für 1906/07 $ 3, oder v. Staudt, Beiträge zur 
Geom. d. Lage II. Heft Nr. 307 S. ı91. 
”) Prgr. 06,07 $ 5 Aufg. 2a, 


En, 


Punkte S, T, auf K, bestimmt und den Schnittpunkt D der 
entsprechenden Geraden (S, T,) und (S, T,) mit A verbindet. 
Dadurch gewinnt man auch den Punkt D, welchen K, und 
K, ausser A noch gemeinsam haben. | 

Es drängt sich nun die Frage auf ob umgekehrt, wenn 
die Punkte S, T, und D fest gegeben sind, ihnen auf K, ein 
oder mehrere Punkte A entsprechen, d.h. ob sich eine oder 
mehrere Kurven 2. Ord. K, durch den gegebenen Punkt D 
von K, legen lassen, welche durch zwei nicht auf K, liegende 
Punkte S, T, gehen, und sich an K, in einem erst zu bestim- 
menden Punkte A dreipunktig anschmiegen.!) 

Um diese Frage zu beantworten, ist es nötig einige Hiilfs- 
sätze vorauszuschicken. 


II. 


Hilfssätze. 


ı. Der Punkt U? und die Gerade u, seien Pol und Polare 
in bezug auf eine Kurve 2. Ord. K, (Fig. 2). Zieht man 
durch U? eine beliebige Gerade, welche K, in A und A’ 
schneidet und proiziert aus diesen beiden Punkten einen be- 
liebigen auf u, liegenden Punkt S, auf K,, so liegen die beiden 
Projektionen S, und S, mit U? auf einer Geraden. Denn 
AA’S,S, ist ein der K, eingeschriebenes, vollständiges Vier- 
eck, das S, als einen Diagonalpunkt hat. Die beiden Gegen- 
seiten AA’ und S,S,' müssen sich also auf der Polare s; von 
von S, schneiden; diese Polare geht aber, da S, auf u, liegt, 
durch den Pol U} von u,. S, S, muss also ebenfalls durch 
den Punkt U? gehen. Der dritte Diagonalpunkt des voll- 
ständigen Vierecks A A’ S, S, d. i. der Schnittpunkt des 
des Seitenpaares AS,’ und A’S, ist dann der Pol der Geraden 


!) Diese Frage bildet einen speziellen Fall der in meinem Progranım von 
1906,07 in $ 10 behandelten allgemeinen Aufgabe: „Durch drei Punkte S, T, U,, 
die nicht in einer Geraden und nicht auf K, liegen, eine Kurve 2. Ord. K, zu 
legen, die sich an K, dreipunktig anschmiegt.“ Diese allgemeine Aufgabe hat 


sechs Lösungen. 
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U3S, d. h. der Punkt, in welchem sich die Polaren u? und s} 
dieser beiden Punkte schneiden. Man hat also folgenden Satz: 


Zieht man durch einen Punkt U? eine Gerade, 
die K, in zwei Punkten A und A’ schneidet, und 
proiziert aus diesen Punkten einen auf der Polare 
von U; gelegenen Punkt S, auf K,, so geht die Ver- 
bindungslinie S, S der Projektionen ebenfalls 
durch U? und die Verbindugslinien AS, und A’S, 
schneiden sich auf u, im Pole S, von U!S,.. 


2. Proiziert man auch noch den Punkt T, von u, (Fig. 3) 
aus A und A’ auf K,, so geht (nach ı) auch T, T, durch U! 
und AT, , A’T, schneiden sich auf u, im Pole T,' von UIT.,. 
Da nun S,S,' T, T, ein vollständiges Sehnenviereck von K, 
ist, das U; als einen Diagonalpunkt hat, so liegen die beiden 
anderen Diagonalpunkte d.i. die Schnittpunkte des Geraden- 
paares S, T,, S, T, und S, T,,S, T, auf der Polare u, von U? 
Man hat also folgenden Satz: 

Hat man zwei Punkte S, und T, auf einer Ge- 
raden u, zieht durch den Pol U! von u hinsichtlich 
einer Kurve 2.Ord.K, eine beliebige Gerade, welche 
K, in A und A’ schneidet und proiziert aus diesen 
beiden Punkten die Punkte S,, T, aufK,, so schneiden 
sich die Verbindungslinien der Projektionen SS, ,T,T, 
paarweise auf der Geraden u.. 


3. Proiziert man die festen Punkte S,, T, der Geraden u, 
(Fig. 4) aus einem Punkte A der Kurve 2. Ord. K, auf diese 
Kurve, so beschreiben die Projektionen S,, T, auf K, zwei 
eindeutig -projektivische Punktereihen, wenn A die Kurve K, 
durchläuft. Denn auf K, bilden die Punktepaare S, und A 
eine Involution mit dem Zentrum S,; ebenso die Punktepaare 
T, und A eine solche mit dem Zentrum T,. Einem Punkte 
S, ist also in der Involution S, ein bestimmter Punkt A und 
durch diesen in der Involution T, ein bestimmter Punkt T, 
zugewiesen. Die Punktreihen S, und T, auf K, sind aber nicht 
involutorisch, denn einem beliebigen Punkte X von K,, der als 
Element S,* der Reihe S, aufgefasst wird, ist in der Involution 


na, °Q, 


S, der Punkt A* und durch diesen in der Involution T, ein 
Punkt Y zugeordnet. Fasst man aber denselben Punkt X als 
ein Element T,* der Reihe T, auf, so ist ihm in der Involution 
T, der Punkt B* und durch diesen in der Involution S, der 
von Y verschiedene Punkt Z zugewiesen. 

Die projektivischen Punktreihen S, und T, haben die 
Punkte P, und Q,, in welchen K, von u, geschnitten wird, 
zu Doppelpunkten. Denn kommt A nach P,, so fallen S, und 
T, mit Q, zusammen, weil dann sowohl AS, als auch AT, 
in u, übergeht. Die Verbindungslinien S, T, der entsprechenden 
Punkte der projektivischen Punktreihen S, und T, auf K, 
umhüllen also eine Kurve 2. Kl. K@, welche K, in den 
Doppelpunkten P, ©, der beiden Reihen berührt.) Wir er- 
halten demnach folgenden Satz: 

Proiziert man zwei feste Punkte S, T, aus den 
Punkten einer Kurve 2. OÖ. K, auf diese Kurve, so 
umhüllen die Verbindungslinien S, T, der Projektionen 
eine Kurve 2. Kl. K®, welche K, in den Punkten 
doppelt berührt, in welchen K, von (S,T,) = u, ge- 
schnitten wird. 

Proiziert man (Fig. 5) die Punkte S,, T, von u, aus zwei 
Punkten A und A’ von K,, die auf einer durch den Pol U? 
von u, gehenden (reraden liegen, so schneiden sich (nach 2) 
die Verbindungslinien S, T, und S,' T, der Projektionen in 
einem Punkte D der Geraden u,. Den Punktepaaren AA’ 
der Punktinvolution von K, mit dem Zentrum U? sind also die 
Tangentenpaare (S, T,) = u, (S, T,) = u, der Tangenten- 
involution von K@ mit der Achse u, eindeutig projektivisch zu- 
geordnet. Somit sind auch die Tangenteninvolutionen aa von 
K, und u, u, von K@® mit der gemeinsamen Achse u, zu ein- 
ander projektivisch. 

4. Zicht man die Gerade AD (Fig. 5) welche K, in D 
schneidet, so sind Aund D; P,und Q,; S, und T, drei Punkte- 


r : FR r N 
paare einer Involution auf K,, welche das Zentrum D hat. 
Diese Involution wird aus einem beliebigen Punkte von K, 


') v. Staudt, Beitr. z. Geom. d. L. II. H. $ 25 Nr. 374. S. 242. 
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durch eine Strahleninvolution proizier. Wählt man hiezu den 
Punkt A selbst, so sind AA=a!) und AD; AS, und AT;; 
AP, und AQ, drei Strahlenpaare einer Involution. Wird u, 
von a in A geschnitten, so sind also die Punkte X und D; 
S, und T,; P, und Q, in welchen u, von den drei Strahlen- 
paaren getroffen wird, drei Punktpaare einer Involution, welche 
schon durch die beiden Punktepaare P,, Q, und S, T, voll- 
ständig bestimmt ist. Es folgt also: 


Der auf u, liegende Schnittpunkt X eines Tan- 
gentenpaares aa von K, und der ebenfalls auf u, 
liegende Schnittpunkt D des diesem Tangenten- 
paar zugeordneten Tangentenpaarces u, u, von K“ 
bilden ein Punktepaar der Involution P, Q, S: T,. 


5. Dadurch erhält man die Möglichkeit rasch das Tan- 
gentenpaar zu finden, das aus einem gegebenen Punkte D 
von u, an Ki’ geht. Denn weist: man dem Punkte D die 
Rolle des Punktes X zu, so fällt, da A und D in der Involution 
P,Q,, S, T, sich zugeordnet sind, dem Punkte 4 die Rolle 
des Punktes D von selbst zu. Legt man also aus D eine 
Tangente an K,, proiziert aus ihrem Berührungspunkte die 
Punkte S,T, aufK,, so ist die Verbindungslinie der Projektionen 
(nach 3) eine Tangente von K@ und geht (nach 4) durch den 
dem Punkte D auf u, involutorisch zugeordneten Punkt X. 
Legt man dann aus diesem Punkte 4 das Tangentenpaar an 
K, und proiziert aus seinen Berührungspunkten A und A’ die 
Punkte S, T, auf K,, so gehen dic Verbindungslinien S, T,=u, 
und S, T, = u, durch den ursprünglich gegebenen Punkt D 
und sind das durch diesen Punkt gehende Tangentenpaar 
von KV. 


') Der Strahl AA, durch welchen A aus sich selbst proiziert wird, ist die 
Tangente aan K, im Punkte A. 
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II. 


Nach diesen Vorbereitungen kann zu dem ursprünglichen 
Problem zurückgekehrt werden. (Fig. 6.) 


Soll Punkt D auf K, festgehalten werden und soll nun 
die Anzahl und die lage der Punkte A auf K, bestimmt 
werden, die so beschaffen sind, dass jene Kurve 2. Ord. K,, 
welche K, in A dreipunktig berührt und durch S, und T, 
geht, als vierten von A gesonderten Schnittpunkt mit K, eben 
den fest gegebenen Punkt D hat, so gelangt man zu diesen 
ausgezeichneten Punkten A durch folgende Überlegung: 


l.egt man durch U? eine beliebige Gerade a,, welche K, 
in A, und A, schneidet, so hat man von A, aus die Punkte 
S, T, auf K, zu proizieren, den Punkt D, aufzusuchen, in 
welchem (S, T,) = u, von der Verbindungslinie dieser beiden 
Projektionen geschnitten wird. A, D, ist dann (nach I) die 
gemeinsame Sekante von K, und jener Kurve 2. Ord. K%, 
welche sich an K, in A, dreipunktig anschmiegt, durch die 
Punkte S, T, geht und also K, in jenem Punkte D, schneidet, 
in welchem K, von A, D, getroffen wird. Bei allgemeiner 
Lage von A, wird die gemeinsame Sekante oder Kollineations- 
achse von K, und Ki nicht durch den vorher festgesetzten 
Punkt D gehen, sondern K, in dem davon verschiedenen Punkte 
D, treffen. 


Ebenso wird K, in A, von einer Kurve 2. Ord. KW) drei- 
punktig berührt, die durch S, T, geht. Die gemeinsame Sckante 
oder Kollineationsachse dieser beiden Kurven ist (nach I. 2) 
A, Ds; auch diese wird im allgemeinen nicht durch den feste 
Punkt D gehen, sondern K, in einem davon verschiedenen 
Punkte D,/ treffen. Zieht man DD, —= d,, so schneiden sich 
a, und d, in einem Punkte X. Läge nun X aufK,, so wäre X 
mit dem Punkte A, oder A, identisch, also wäre dann auch 
XDT, mit A,DT, identisch d.h. A, DO, würde dann durch 
D gehen. 


Wenn nun a, sich um U? dreht, also die Punkte A, A, 
sich auf K, bewegen, so entspricht jedem der Strahlen a, des 


el. SD 


Büschels U} ein einziger Punkt D, auf u, und somit ein einziger 
Strahl d, des Büschels D. Es ist gleichgültig ob man den zu 
a, gehörigen Strahl d, mit Hilfe des Punktes A, oder A, 
aufsucht, denn nach II. 2 führt A, auf denselben Punkt T,, 
auf welchen A, führt. Umgekehrt schneidet irgend ein Strahl 
d, des Büschels D die gerade u, in einem Punkte T,, diesem 
ist in der Involution P, Q,, S, T, nach II. 4 ein bestimmter 
Punkt N, zugeordnet, der auf die in II. 53 angegebene Art 
gefunden wird. Die Polare des Punktes A, in Bezug auf 
K, ist dann der dem Strahle d, zugeordnete Strahl «a, des 
Büschels U®. Die Strahlenbüschel «a, und d, um U? und D 
sind also projektivisch, die Schnittpunkte X der entsprechenden 
Strahlenpaare liegen in einer Kurve 2. Ord. K,, welche durch 
die Büschelmittelpunkte U: und D geht, also K, ausser in D 
in noch drei weiteren Punkten A! AI AI schneidet, von 
welchen mindestens einer, Al rcell ist, während die beiden 
andern auch konjugiert-imaginär scin können. Proiziert man 
aus einem dieser drei Punkte A die Punkte S, T, auf K,, 
stellt den Punkt D her, in welchem (S, T,) = u, von der 
Verbindungslinie der Projektionen geschnitten wird, und ver- 
bindet A mit D, so geht diese Verbindungslinie durch D. Es 
giebt also dann nach I drei Kurven 2. Ord. K,! K,! K,M, 
welche durch S, T, und D gchen und sich an K, bezichungs- 
weise in AT AU A! dreipunktig anschmicgen. 


Es folgt also: 


Sind S, T, zwei Punkte, die nicht auf einer ge- 
gebenen Kurve 2. Ord. K, liegen und D ein Punkt 
auf K,, so giebt es drei Kurven 2. Ord., welche 
durch S, T, gehen, K, in D schneiden und sich an 
K, in einem zweiten Punkte dreipunktig an- 
schmiegen. Eine dieser drei Kurven ist unter 
allen Umständen reell, 


IV. 
Folgerungen. 


ı. Wenn der Punkt T, mit S, zusammenfällt, so ergiebt 
sich die Aufgabe: Eine Kurve 2. Ord. zu konstruieren, 
welche K, dreipunktig berührt, ausserdem in 
einem gegebenen Punkte D schneidet und eine 
gegebene (rerade u, ineinem gegebenen Punkte 
S, berührt. 


Die Behandlungsweise der Aufgabe erfährt keine wesent- 
liche Änderung und kann aus Fig. 6 abgelesen werden. Die 
Sehnen S, T, von K, gehen in die Tangenten von K, in den 
Punkten S, über. Die Kurve KY%), welche K, in P, und O, 
doppelt berührt und von den Sehnen S, T, der Kurve KR, 
eingehüllt wird, geht in K, selbst über. Jetzt sind sich also 
dann die aus 4, und ®, an K, gehenden Tangentenpaare 
projektivisch zugewiesen, wie vorher die aus A, an RK, und 
aus D, an K'’ gehenden. Sonst ändert sich an der Sache 
nichts. Die projektivischen Strahlenbüschel D(d,) und U;(a,) er- 
zeugen auch jetzt eine Kurve 2. Ord., welche K, in den 
Punkten A! AT A! schneidet. 


2. Auch der Fall, dass die Punkte S, T, konjugiert- 
imaginär sind, bietet keine weiteren Schwierigkeiten. Ist 
(Fig. 7) u, der reelle Träger der elliptischen Involution M, 
M,, N,N,, durch welche die konjugiert-imaginären Punkte 
Ss, T, recll vertreten werden, so ist die Strahleninvolution A, 
(M,M,, N,N,') die reelle Vertretung der konjugiert-imaginären 
Strahlen A, 8, und A, T, und die Punkte WW, NW, in 
welchen RK, diese Strahleninvolution schneidet, vertreten die 
konjugiert-imaginären Schnittpunkte S, T, von K, mit den 
imaginären Strahlen A, S, und A, T.. Die reelle Verbin- 
dungslinie u, der konjugiert-imaginären Punkte S, T, ist dann 
die Polare des Punktes [T,, in welchen sich die (Greraden 
(MM und (N W) schneiden, also die Verbindungslinie des 
Schnittpunktes von (MN) und (WW) mit dem Schnittpunkte 
von (MA) und (MIR. 
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Die Träger u, und u, der Punktepaare S, T, und S,T, 
schneiden sich in D,. Zieht man U3 A, welches von K, in 
A, geschnitten wird und proiziert die imaginären Punkte S, T, 
ebenso aus A, auf K,, so geht der reelle Träger u, der 
Projektionen $,' T, durch denselben Punkt von D,, in 
welchem u, schon von u, geschnitten wurde Zieht man 
nämlich die Strahlen A, (M,M,,N,N,), welche K, in 
MM, NR, N, schneiden, so ist wieder wie vorher der 
Träger u,‘ der imaginären Punkte S,’ T, die Polare des 
Schnittpunktes U,’ von (MM, ) und (N, N,). 

Nach dem Hilfsatze II 2 gehen die Verbindungslinien 
MM MM, NN, MN, durch den Pol U? von u,. Nach 
dem Hilfsatze II 3 schneiden sich die Verbindungslinien 
PM, MM —=m, NW en, NN —=n auf u. 
U3 und u, trennen also sowohl das Geradenpaar mm, har- 
monisch als auch das Geradenpaar nn,. Die Geraden mm, 
nn, bilden also ein vollständiges Vierseit, das u, zur einen 
Diagonale hat. Es müssen also die beiden andern Diagonalen 
durch den Punkt U3 gehen, welcher zu u, in bezug auf die 
beiden Seitenpaare m m, und nn, harmonisch Konjugiert: ist. 
Die Verbindungslinie der Gegenecken U, U, muss somit durch 
U?! gehen; dann muss aber der Schnittpunkt D, der Polaren u, u, 
dieser Punkte auf der Polaren u, von U% liegen. Alles weitere 
ist nun ebenso wie in dem Falle, dass die Punkte S, T, reell 
sind. Die Strahlenbüschel D(d,) und U%(«a, ) sind projektivisch 
und erzeugen die Kurve 2. Ordnung K,, welche K, in den 
gesuchten Berührungspunkten A! AI AN schneidet. In diesen 
Punkten schmiegen sich an K, drei Kurven 2. Ord. K,' K,! 
K,'!! dreipunktig an, welche durch die imaginären Punkte S, T, 
und durch den äuf K, gegebenen Punkt D gehen. 


3. Sind die Punkte S, T, die unendlich fernen imaginären 
Kreispunkte, so wird die gesuchte Kurve K, ein Kreis und 
es sind also nur die Ergebnisse des vorigen Abschnittes ent- 
sprechend zu modifizieren, um folgende Aufgabe zu lösen: 


Die Krümmungskreise einer gegebenen Kurve 2. Ord. K, zu 
finden, welche K, in einem gegebenen Punkte D schneiden. 
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Der allgemeinere Fall des vorigen Abschnittes erfährt 
hier einige Vereinfachungen. Da U, die unendlich ferne Gerade 
ist, so ist ihr Pol (Fig. 8) U} der Mittelpunkt O der Kurve K.. 
Die Strahlen Ut(a,) gehen also in die Durchmesser von K, 
über. Die elliptische Involution, welche auf der unendlich 
fernen Geraden die imaginären Kreispunkte reell vertritt, wird 
aus einem Punkte A, von K, durch die rechtwinkligen 
Strahlenpaare proiziert. Legt man also durch A, zwei 
beliebige rechtwinklige Strahlenpaare A, (MM, NW), so hat 
man, um u, zu finden, den Schnittpunkt von IN und WW 
mit dem Schnittpunkte von MW und MN zu verbinden. 
Der Schnittpunkt D, von u, und u, ist jetzt der unendlich 
ferne Punkt von u, und da man diesen mit D zu verbinden 
hat, um den Strahl d, zu erhalten, so hat man jetzt durch D 
die Parallele zu u, zu ziehen, diese schneidet den Durchmesser 
OA,= a, in dem Punkte X der Kurve 2. Ord. K,, durch 
welche auf K, die Berührungspunkte der gesuchten Krüm- 
mungskreise bestimmt werden. Von dieser Kurve 2. Ord. 
können ausser den Punkten D, OÖ und X noch zwei weitere 
Punkte angegeben werden. Zieht man nämlich durch D die 
Parallelen DC und DC’ zu den Achsen, so kann leicht gezeigt 
werden, dass die Ortskurve K, der Punkte X auch 
durch Cund C gehen muss, dass also der Dia- 
gonalschnittpunkt des Rechteckes CDCO ihr 
Mittelpunkt ist und ihre Achsen den Achsen vonK, 
parallel sind. Kommt nämlich A, in einen der Scheitel 
von K, z.B. nach A, und man zieht durch diesen die senk- 
recht zur Achse stehende Tangente und benützt als zweites 
rechtwinkliges Strahlenpaar die zur Achse A, A, symmetrischen 
Halbierungslinien A,%, und A,%, der beiden rechten Winkel, 
so fallen die mit M, und W, zu bezeichnenden Punkte be- 
zichungsweise mit A, und A, zusammen, N,N, ist parallel 
zur Achse B,B, ebenso die Polare u, des Schnittpunktes U, 
von (N,N,) und (M, My); mithin ist die Paralte d, durch D 
zu u, gleichfalls parallel zur Achse B, B, und somit der Schnitt- 
punkt C dieser Parallelen mit dem ihr zugeordneten Strahl OA, 
des Büschels © ein Punkt der Kurve 2. Ord. K,, auf welcher 
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die Punkte X liegen. Das gleiche tritt mit entsprechender 
Vertauschung für B, ein. Dass die auf demselben Durchmesser 
liegenden Punkte A, und A, also auch A, und A, auf den- 
selben Strahl d, beziehungsweise d, des Büschels D führen, 
ist schon aus den in Iil und IV 3 behandelten allgemeineren 
Fällen bekannt. 


Es folgt also: Es giebt drei Kreise, welche eine 
gegebene Kurve 2. Ord. K, dreipunktig berühren 
und in einem gegebenen Punkte D schneiden. Die 
Berührungspunkte sind die drei weiteren Schnitt- 
punkte von K, mit einer Kurve 2.Ord. K, welche 
durch D und durch den Mittelpunkt vonK, geht, 
ferner durch die Punkte, in welchen die Achsen von 
K, von den durch D zu ihnen gezogenen Parallelen 
geschnitten werden, so dass K, und K, parallele 
Achsen haben. Einen fünften PunktX vonK;, kann 
man sich verschaffen, indem man durch einen 
beliebigen Punkt A, von K, zwei rechtwinklige 
Strahlenpaare legt, welche K, in den Punktpaaren 
MD und NW schneiden, die Porale u, des Schnitt- 
punktes U, von (MM) und (NW) bestimmt. Der 
Punkt X, in welchem die durch D zu u, gezogene 
Parallele den durch A, gehenden Durchmesser von 
K, schneidet, ist der fünfte Punkt X vonK,, dessen 
man zur vollständigen Bestimmung von K, bedarf. 


Nachdem dann von K, die vier ein Rechteck bildenden 
Punkte DOCC bekannt sind, kann man den Mittelpunkt 
und die Achsen bestimmen und die drei zu dem fünften 
Kurvenpunkte X hinsichtlich der Achsen symmetrischen 
Kurvenpunkte. 


Ist der Punkt D, in welchem K, von einem zu konstru- 
icrenden Krümmungskreise geschnitten werden soll (Fig. 9) 
ein Scheitel (z.B. B,) von K,, so treten für die Kurve K,, 
welche auf KR, die Berührungspunkte der Krümmungskreise 
bestimmt, besondere Verhältnisse ein. Das Rechteck DE’ OC 
reduziert sich auf die Strecke B, DO und deshalb berühren sich 
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dann K, und K, in B,. Von den drei Schnittpunkten Al 
AU Al von K, und K, fällt also einer (Alll) mit B, zu- 
sammen. Dies steht damit im Einklang, dass der in B, selbst 
berührende Krümmungskreis von K, sich vierpunktig an 
K, anschmiegt. Bestimmt man wie vorher mit Hilfe eines 
beliebigen Punktes A, von K, einen weiteren Punkt X von K,, 
so kann man sich jetzt, da K, und K, als zwei sich in B, 
berührende Kurven kollinear-perspektivisch sind, die Kolline- 
ationsachse d. i. die gemeinschaftliche Sekante vonK, undK, 
verschaffen, welche K, in den Berührungspunkten A,’ und A," 
jener Krümmungskreise schneidet, welche durch den Scheitel B, 
gehen. Man zieht durch das Kollinationszentrum B, den 
Strahl B,%, der K, in X, schneidet. Da dann X, und X sowie 
auch B, und OÖ entsprechende Punkte von K, und K, sind, 
so schneiden sich OX und B, X, in einem Punkte & der 
gemeinsamen Sekante von K, und K,, die schon mit Hilfe 
des einen Punktes = gefunden werden kann, da man weiss, 
dass sie auf B, B, senkrecht stehen muss. 

4. Das allgemeine Ergebnis des Abschnittes II gestattet 
auch einen anderen Nachweis dafür zu liefern, dass die im 
Programm 06/07 in $ ı0, 2 gestellte allgemeine Aufgabe: 
„Eine Kurve 2.Ord. zu konstruieren, welche durch 
drei Punkte S,T,U, geht und K, dreipunktig be- 
rührt“, sechs Lösungen hat. 

Denn nach dem in II Gesagten folgt: Es giebt auf K, 
drei Punkte AT AT AI, in welchen K, von je einer K, drei- 
punktig berührt wird, welche durch S, T, und einen Punkt D 
von K, gehen. Ebenso giebt es auf K, drei Punkte AT AT ur, 
in welchen K, von je einer K, dreipunktig berührt wird, 
welche durch T, U, und denselben Punkt D von K, gehen. 
Durchläuft nun D alle Punkte von K,, so erhält man jeder 
Lage von D entsprechend zwei einander projektivisch zuge- 
wiesene Punktetripel AT AMTAM und AF AU AUF, also aufK, 
eine Drei—drei—Korrespondez, welcher 3-+3 = 6 Doppel- 
elemente zukommen. Jedes solche Doppelelement ist dann der 
Berührungspunkt einer K,, welche durch die Punkte S, T, U, 
echt und sich an RK, dreipunktig anschmiegt. 


ee 


(ST 


en Google 


eh Google 


Fig. 1 


Fig. 2 


N“ 
To 
f —y, 
| &® 
Pay, "; u 
| # 
/ 
| / 
| E 
| fr 49 
wie 
£ 
ww; 
| / 
/ 
/ 


Digitized by Google 


gizeddy GOOgle . 


a Google 


es Google 


ee ER u ET 


a Google 


ee Google 


SE Google 


Rn Google 


SE Google 


ai Google 


re Google 


Il. Teil. 


Projektivische und metrische Eigenschaften der Kreise, welche 
sich einem Kegelschnitte in seinen Scheiteln vierpunktig an- 
schmiegen. 

Es ist bekannt, dass sich einem Kegelschnitt der Krüm- 
mungskreis im Scheitel nicht nur dreipunktig, sondern vier- 
punktig anschmiegrt. 


Durch Spezialisierung der projektivischen Beziehungen, 
welche zwischen zwei Kurven zweiter Ordnung bestehen, die 


sich vierpunktig an einander anschmiegen, lässt sich 


I. 


18) 


beweisen, dass sich ein Kreis an einen Kegelschnitt 
nur in einem seiner Scheitel vierpunktig anschmiegen 
kann, 


. eine einfache Konstruktion für die Mittelpunkte der 


vierpunktig berührenden Kreise rein geometrisch ab- 
leiten, welche für jeden Kegelschnitt anwendbar ist, 


‚im Anschluss an diese Konstruktion können dann für 


jede Art von Kegelschnitten die Radien dieser Kreise 
berechnet werden. 


I. 


Es mögen also zunächst die allgemeinen projektivischen 
Beziehungen aufgeführt werden, welche zwischen zwei Kurven 


2. Ord. 
1. 


bestehen, die sich vierpunktig berühren.!) 

Wenn sich zwei Kurven zweiter Ordnung K, und K, 
in einem Punkte A vierpunktig berühren, so sind 
sie zueinander kollinear-perspektivisch. Kollineations- 
zentrum ist der Berührungspunkt, Kollineationsachse 
die gemeinsamen Tangente im Berührungspunkte. 
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2. Wenn sich eine Kurve 2. Ord. K, an eine gegebene 
Kurve 2. Ord. K, in einem gegebenen Punkte A vier- 
punktig anschmiegen soll, so genügt es zur voll- 
ständigen Bestimmung und Konstruktion von K,, wenn 
noch ein Punkt S, gegeben ist, durch welchen K, 
gehen soll. Die Konstruktion von K, vollzieht sich 
dann mit Benützung der kollinear-perspektivischen 
Beziehungen in folgender Weise:!) (Fig. ı.) 

Man zieht den Strahl AS, welcher KR, in S, 
schneidet, legt durch A einen beliebigen Strahl $, der 
K, inX, trifft. Die Sekante S, X, von K, schneidet 
die Tangente a in X, diesen Punkt verbindet man mit 
S,, dann ist der Punkt X,, in welchem 5 von dieser 
Verbindungslinie geschnitten wird, der dem Punkte X, 
von K, zugeordnete Punkt von K;. 


3. Wie sich entsprechende Sekanten S, X, und S, X, der 
kollinear-perspektivischen Kurven K, und K, auf der 
Kollineationsachse, d.i. auf der Tangente a, schneiden, 
so müssen sich auch entsprechende Tangenten £, $, 
(Fig. 2) in einem Punkte 5 auf a schneiden. Der 
durch A gehende Strahl &£, auf welchem die 
Berührungspunkte X, X, des ITangentenpaares 
& & liegen, ist sonach die Polare des 
Punktes & sowohl für K, als auch für K.. 


4. Aus dem Umstande, dass K, vollständig bestimmt ist, 
wenn ausser dem Berührungspunkte A, in welchem 
K, von K, vierpunktig berührt werden soll, von KR, 
noch ein Punkt S, gegeben ist, folgt, dass durch 
zwei gegebene Punkte S, und T, nur eine be- 
grenzte Anzahl von Kurven 2. Ord. gelegt werden 
kann, die sich an K, vierpunktig anschmiegen, dass 
aber diese Kurven sich nach der in 2. angegebenen 
Konstruktion Punkt für Punkt herstellen lassen, wenn 
man die ausgezeichneten Punkte auf K, kennt, in 
welchen sie sich an K, vierpunktig anschmiegen. 
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In dem Programm für 1906/07 $ 9 wurde gezeigt: 

Es giebt im allgemeinen vier Kurven 2. Ord,, 
die durch zwei gegebene Punkte S, und T, gehen 
und sich an eine gegebene Kurve 2. Ord. K, vier- 
punktig anschmiegen. Die Berührungspunkte, 
in welchen dies geschieht, werden bestimmt, 
indem man auf der Verbindungslinie 8, T,=u, 
jenes Punktepaar WB aufsucht, das die zu K, 
gehörige Involution mit der zu K, gehörigen 
Involution, (welche die Punkte S, und T, zu 
Doppelpunkten hat), gemeinsam hat und aus 
diesen Punkten AB die Tangenten anK, legt. 

Wegen der Wichtigkeit dieses Ergebnisses für den vor- 
liegenden Zweck will ich hier nicht auf die auf allgemeiner 
Grundlage geführten und darum weiter ausholenden Unter- 
suchungen meines Programmes verweisen, sondern einen 
anderen, sehr kurzen Beweis des obigen Satzes mitteilen: 
(Fig. 3). 

Berühren sich die Kurven 2. Ord. K, und kK, in A vier- 
punktig und werden sie von den durch A gehenden Strahlen o ı 
in den Punktepaaren S, S, und T, T, geschnitten, so schneiden 
sich die entsprechenden Sekanten S, T, und S,T, nach ı auf 
der gemeinsamen Jangente a in einem Punkte N. 

Schneiden sich S, T, und 8, T, inP, so sind in dem voll- 
ständigen Viereck S, 8, T, T, die Punkte AA P die Diagonal- 
punkte; also ist AP zur Tangente a in bezug auf das Schnen- 
paar or harmonisch konjugiert. Folglich ist AP die Polare 
von in bezug auf, und auf K,. Der Punkt 3, in welchem 
Ss, T, von AP geschnitten wird, ist somit zu A Konjugiert in 
bezug auf K, und in bezug auf K, Die Punkte und 3 
der Geraden S, TI. = u, sind also dasjenige Punkte- 
paar, das die auf u, zul, gehörige Involution 
mit der zu k, gehörigen gemeinsam hat, deren 
Doppelpunkte S,T, sind. Jliemit ist der Satz bewiesen, 
durch dessen Spezialisierung die Gesetze für die Kreise ge- 
funden werden, die sich einem Kegelschnitte vierpunktig an- 
schmiegen. 


IT. 

Sind die beiden gegebenen Punkte S, T,, 
durch welche K, zu legen ist, die konjugiert- 
imaginären Kreispunkte im Unendlichen, so ist K, 
ein Kreis. 

Um also die Punkte zu bestimmen, in welchen eine 
gegebene Kurve 2. Ord. von einem Kreise vierpunktig be- 
rührt wird, hat man nach 14 auf der unendlich fernen Geraden 
u, das Punktepaar A ® zu bestimmen, welches die zu K, 
gehörige Involution mit der Involution gemeinsam hat, welche 
die unendlich fernen, imaginären Kreispunkte zu Doppel- 
punkten hat. Erstere Involution wird aber aus dem Mittel- 
punkt von K, durch das System der konjugierten Durchmesser 
proiziert; letztere durch das System rechtwinkliger Strahlen- 
paare. Das rechtwinklige Strahlenpaar der ersteren Involution 
d.i. die Achsen von K, sind also das den beiden Involutionen 
gcmeinsame Strahlenpaar. 


Es folgt also: 


Die zu einander senkrechten, konjugierten Durch- 
messer, d. h. die Achsen von K, gehen durch die 
Punkte A und B, welche auf der unendlich fernen 
Geraden die zuK, gehörige Involution mit der 
zum Kreise gehörigen gemeinsam hat; K, kann 
also nur in seinen Scheiteln von Kreisen vierpunktig 
berührt werden. Für die Ellipse gibt es somit 
vier Kreise, die sich in den Scheiteln der Ellipse 
an diese vierpunktig anschmiegen; für die 
Hyperbel zwei reelle Kreise; für die Parabel 
einen. 


Um nun in einfacher Weise den Mittelpunkt des Kreises 
zu bestimmen, der eine Kurve 2.Ord.K, in einem ihrer Scheitel 
vierpunktig berührt, bedient man sich der in I ı und 3 
angegebenen Eigenschaften. (Fig. 4.) legt man durch irgend 
cinen Punkt X von kK, die Tangente &, welche die Scheitel- 
tangente a in = schneidet, so ist AX die Polare von = in 
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bezug auf K, und nach I 3 zugleich in bezug auf den gesuchten 
Kreis. Zieht man also =% | AX, so schneidet diese Grerade 
die durch A gehende Achse von K, in dem Mittelpunkt M des 
in A an k, sich vierpunktig anschmiegenden Kreises, so dass 
dieser Kreis selbst gezogen werden kann. 


a) Ist nun K, eine Ellipse, deren Achsen AA’ und BB 
sind, so benützt man (Fig. 5) am vorteilhaftesten nicht eine 
beliebige Tangente, sondern eine der beiden zur Scheitel- 
tangente a senkrechte Scheiteltangente b oder b und gelangt 
dadurch zu dem bekannten Matze: 


Die auf den Achsen einer Ellipse liegenden 
Mittelpunkte der vier die Ellipse in ihren 
Scheiteln vierpunktig berührenden Kreise findet 
man, wenn man aus den Ecken des der Ellipse 
umschriebenen Rechteckes die Senkrechten 
auf die Seiten des der Ellipse eingeschriebenen 
Rhombus fällt. 


Nun können auch die Raden MA=R und NB=r 
dieser Berührungskreise aus den Achsen berechnet werden. 


Da ./MACv» JACB, soist MA:AC=AC:CB 


a: 
oder R:aı = a:b; R=: 

Da JBCN »J/CAB, so ist NB:BC= BC:CA_ 
oder ib = bia m: 


b) Ist K, eine Hyperbel (Fig. 6), deren reelle Axe AA’ 
ist, so bedient man sich statt einer beliebigen Tangente 
am besten ciner Asymptote. Wird die Scheiteltangente b 
von einer Asymptote c in C geschnitten, so ist die Parallele 
durch A zu c die Polare von C in bezug auf die Ilyperbel 
und zugleich nach 1 3 in bezug auf den Kreis, der sich in A 
an die lHyperbel vierpunktig anschmiegt. Zicht man also 
Ci} |. zu dieser Parallelen oder zur Asymptote, so schneidet 
C} die Axe AA im Mittelpunkte des Kreises, der die 
Hyperbel in A vierpunktig berührt. 


Es folgt also: 


Die auf der Achse einer Hyperbel liegenden 
Mittelpunkte der beiden Kreisc, welche die 
Hyperbelin ihren Scheiteln vierpunktig berühren, 
findet man, wenn manin den Schnittpunkten der 
Scheiteltangenten mit den Asymptoten die 
Senkrechten zu diesen errichtet. 


Da nun CA im rechtwinkligen JOCM die Hypote- 
nusenhöhe ist, so folgt CA?=OA.MA oder b’=a.r; 


b? 
also r=-— 
a 


c) Ist K, eine Parabel (Fig. 7), deren Leitlinie I, deren 
Brennpunkt F, deren Scheitel A, deren Parameter p ist, so 
benützt man für die Konstruktion des Mittelpunktes des in A 
vierpunktig berührenden Kreises statt einer beliebigen Tangente 
am besten die zur Brennpunkts-Ordinate gehörige Tangente, 
welche durch den Schnittpunkt B der Achse und Leitlinie geht. 
Zieht man FD | AF, so ist diese durch den Brennpunkt 
gehende Ordinate FD=p, BFDE ist ein Quadrat, BD ist 
die Parabeltangente in D. Schneidet diese die Scheiteltangente 
in C, so ist AD die Polare von C in bezug auf die Parabel 
und nach I 3 zugleich in bezug auf den Kreis, der die Parabel 
in A vierpunktig berührt. Zieht man also C} | AD, so 
erhält man auf der Achse den Kreismittelpunkt M. 


Es folgt also: 


Den aufder Achse einer Parabelliegenden Mittel- 
punkt des Kreises, welcher die Parabel in ihrem 
Scheitel vierpunktig berührt, findet man, indem 
man den Endpunkt der durch den Brennpunkt 
gclegten Ordinate mit dem Scheitel und mit dem 
Schnittpunkt von Achse und Leitlinie verbindet und 
aus dem Punkte, in welchem die letztere dieser 
beiden Verbindungslinien die Scheiteltangente 
schneidet, die Senkrechte auf die erstere zieht. 


u DE en 
Da nun A% im rechtwinkligen /ACM die Hypote- 
nusenhöhe ist, so folgt 
ISJMAS=ZJACM; also ist JACM »JADF 


weil auch AC=AF= 5 ist. Folglich ist dann AM FD p 


dh. r=Pp. 
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